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Вступ 

Історія методу скінченних елементів (МСЕ) почалася з ідеї видатного математика 

Куранта, яку він оприлюднив у 1943 році [1]. Спочатку ідея Куранта не зацікавила 

дослідників, тому що її реалізація вимагала великих обсягів обчислювальної роботи. Після 

появи електронної обчислювальної машини (ЕОМ) метод почали активно розробляти 

інженери-дослідники. Саме вони, а не математики відразу окупували обчислювальні машини 

з метою отримати відповіді на практичні питання. Процедура Куранта стала новим кроком в 

обчислювальній математиці, хоча вплив методу скінченних різниць (МСР) [2] деякий час 

лишався (до появи довільної триангуляції Тернера). У 1954 році Аргиріс [3] розвинув деякі 
узагальнення лінійної теорії конструкцій та представив методи дослідження дискретних 

конструкцій складних конфігурацій у формі, зручній для використання ЕОМ. Роком пізніше 

він показав [4], що матричне рівняння системи як для методу напружень, так і для методу 

переміщень може бути отримане за допомогою мінімізації потенційної енергії системи. 

Перше формальне викладення МСЕ разом із методом жорсткостей для сукупності елементів 

належить Тернеру, Клауфу, Мартину й Топпу [5, 6], які, досліджуючи задачі про плоский 

напружений стан, використовували для опису властивостей трикутного елемента рівняння 

класичної теорії пружності. Вони застосовували матричні методи для дискретних структур 

до неперервних структур завдяки розділенню їх на скінченну кількість елементів. Термін 

«скінченні елементи» першим увів Клауф [7] у 1960 році. Для апроксимації функцій двох 

аргументів можна використовувати традиційний спосіб, тобто побудувати інтерполяцію за 

Лагранжем (факторизація двох одновимірних поліномів Лагранжа відповідного степеня) й 

отримати лагранжеві скінченні елементи (ЛСЕ) [8, 9]. Факторизація призводить  до того, що 

лагранжеві елементи мають вузли в середині скінченного елемента. Внутрішні вузли 

збільшують об’єм обчислень та не використовуються під час ансамблювання скінченних 

елементів. Ці недоліки відсутні в серендипових скінченних елементах (ССЕ). Первісна мета 

створення ССЕ – можливість перетворення довільного чотирикутника у квадрат і зменшення 

обсягу обчислень за рахунок вилучення “зайвих” внутрішніх вузлів. Такий криволінійний 

елемент з’явився під час розрахунку споруд у роботі [10] і отримав назву «серендипів 

скінченний елемент». Швидкий розвиток і популяризація МСЕ пояснюють професійною 

підготовкою користувачів. З іншого боку, дехто вважає (і не без підстав), що брак 

математичних знань у інженерно орієнтованих фахівців був головною причиною появи й 

розповсюдження в МСЕ хибних гіпотез і неадекватних моделей. Найбільша кількість 

помилок пов’язана з конструюванням функцій форми (базисних функцій) скінченних 

елементів, зокрема елементів серендипової сім’ї. У якості обчислювального шаблона квадрат 

із білінійною інтерполяцією вперше був використаний у 1964 році [11]. Цей елемент добре 

комбінується з трикутним симплексом, утворюючи просту й ефективну сітку МСЕ. Як 

правило, квадрати корисні всередині розрахункової області, а трикутники – у приграничній 
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смузі. У реальних двовимірних і тривимірних задачах границі розрахункової області, границі 
між елементами, а також границі поділу (у неоднорідному середовищі) часто криволінійні [9, 

11, 12]. Саме такий елемент досліджували в 1968 році [10] Ергатудіс, Айронс і Зенкевич. Це 

був приклад успішного застосування ізопараметричної техніки, яка полягає [13] у виборі 
кусково-поліноміальних функцій для визначення перетворення координат. Термін 

«ізопараметрична» означає, що для перетворення координат вибирають ті самі поліноми, які 
інтерполюють фізичне поле, тобто базисні функції виконують подвійну роль. У 1968 році 
автори [10] не врахували, що роль базисних функцій – потрійна. Їх використовують у задачах 

локалізації навантажень на скінченний елемент. Якщо внутрішні вузли є, перетворення може 

бути чутливим до переміщень цих вузлів. Можливо автори [10] спостерігали цю особливість 

і саме тому відмовились від внутрішнього вузла лагранжевої моделі. На початку 80-х років 

ХХ-го століття, коли стало зрозуміло, що роль матричної алгебри в МСЕ перебільшена, 

з’явились геометричні підходи [14], а також стохастичні процедури побудови базисів [15, 

16].  

Аналіз досліджень 

Основою роботи є публікації [17 – 26]. 

Мета роботи 

Основна мета роботи – огляд результатів  конструювання моделей серендипових 

скінченних елементів на основі «the theory of plafales»: чітке розуміння четверної ролі 
базисних функцій серендипових скінченних елементів і подальше застосування розроблених 

моделей (у якості алгоритмічної основи) для інформаційних технологій у МСЕ. 

Актуальність роботи 

Існує можливість створення універсальних програмно-апаратних комплексів (ПАК) як 

практичних реалізацій інформаційних технологій у МСЕ з компонентом штучного інтелекту 

для конструювання функцій форми (базисних функцій) в автоматичному режимі. 

Основна частина 

Серендипові моделі є прикладом одночасної інтерполяції та апроксимації: вони 

інтерполюють функцію на границі елемента та апроксимують усередині його. Головний 

недолік стандартних базисів ССЕ [8 – 11,  27 – 30] – протиприродний повузловий розподіл 

навантаження від одиничної масової сили: у кутових вузлах навантаження від’ємні (парадокс 

Зенкевича) [9]. Роль стандартних функцій форми (базисів Зенкевича) – подвійна: їх 

використовують в ізопараметричній техніці. У стандартної моделі додаткових ступенів волі 
немає, тому що вона сконструйована за “жорсткими” [31] рецептами матричної алгебри в 

межах інтерполяційної гіпотези Лагранжа. Кількість додаткових мономів в інтерполянті ССЕ 

залежить від порядку базису відповідного ЛСЕ.  Перші альтернативні моделі ССЕ з’явились 

у 1982 році [15, 16] через неможливість знайти раціональне пояснення протиприродного 

повузлового розподілу рівномірної масової сили. Сьогодні існують декілька методів 

побудови альтернативних моделей [32]. CCЕ із від’ємними навантаженнями у вузлах 

непридатні для комп’ютерного тестування. Поява альтернативних серендипових моделей, які 
реалізують адекватний розподіл рівномірної масової сили, пов’язана з розробкою  А. Н. 

Хомченка ймовірнісно-геометричного методу конструювання базисних функцій [15, 16, 33 – 

40]. Фактично А. Н. Хомченко започаткував і його послідовники розвинули конструктивну (у 

дусі Бернштейна [41]) теорію серендипових апроксимацій, результати якої конструктивно 

доводять, що роль базисних функцій ССЕ – потрійна. 
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Четверна роль базисів ССЕ  

У роботах [17 – 22] була поставлена ключова мета – конструктивно довести, що роль 

базисних функцій ССЕ – четверна. Характеристика четвертої ролі – t (час). A priori, відомі в 

МСЕ програмні комплекси (ПК), наприклад Nastran, Штуцер, Ansys і т.д.; а також системи 

автоматизованого проектування і розрахунку (САПР), наприклад Solid Works, містять у своїй 

алгоритмічній основі набори базисів, раніше знайдених дослідниками. При цьому жоден із 
сучасних ПК і САПР не містять у своїй складовій основі альтернативних базисів ССЕ, 

оскільки  була створена лише єдина інформаційна технологія на Turbo Pascal для 

комп’ютерної діагностики стаціонарних фізичних полів [42] серед учнів А. Н. Хомченка. 

Виникає інтерес до створення покоління універсальних програмно-апаратних комплексів 

(ПАК), які розв’язують такі класи практичних задач: 

 

1. Автоматичний режим конструювання оптимальних (базиси, що реалізують 

теоретично обґрунтований і фізично адекватний розподіл вузлових навантажень) 

функцій форми ССЕ на відомих розрахункових шаблонах. 

2. Автоматичний режим конструювання оптимальних базисів ССЕ на розрахункових 

шаблонах, на якому ще не знайдено функції форми. Наприклад, для правильних n-

кутників виду 2,122 ≥+= kn
k

 [43]. 

3. Автоматичний режим конструювання оптимальних базисів ССЕ, які задовільняють 

диференціальний критерій гармонійності Лапласа [44], інтегральні критерії 
гармонійності Кьобе і Привалова [45, 46]. 

 

 Безумовно, вищеназваний ПАК є практичною реалізацією інформаційної технології в 

МСЕ, яка виконує збір, обробку, зберігання й вивід на дисплей користувача цифрової 
інформації. Ця інформаційна технологія й результати конструктивної теорії серендипових 

апроксимацій  можуть слугувати якісним інструментом для подальшого розвитку ПК і САПР 

у МСЕ.  

Для 1-ого класу задач у якості алгоритмічної (складової) основи ПАК має місце 

комбінований алгебро-геометричний метод [47]. Для гарантованої реалізації лінії ПАК, які 
розв’язують задачі 2 і 3-го класів, необхідно розробити якісні математичні моделі й залучити 

штучний інтелект [48]. Серед нескінченної кількості оптимальних базисів ССЕ, які 
реалізують один і той самий спектр навантажень, пошук базису, який задовільняє 

диференціальний і (або) інтегральний критерій гармонійності, – проблема NP складності [49] 

(задача повного перебору).  

 

Для успішного виконання задач 2 і 3-го класів указані ПАК повинні виконати всебічний 

аналіз заданої конфігурації ( )tyxLL ,,= із формоутворенням поверхні базисної функції 

( ),,,),( TyxLyxN = де −T момент часу, під час якого утворюється (має місце) поверхня 

).,( yxN Невід’ємним складником аналізу є дослідження проміжних поверхонь 

( ),,,),( TyxLyxM = де t = fix (фіксоване значення), які утворюються (можуть бути отримані) 
у певному проміжку часу ].,0[ Tt ∈ A priori, володіючи аналітичним видом функції форми 

),,( yxN  можна виконати візуалізацію (отримати ілюстративні образи у тривимірному 

просторі x, y, z) нестаціонарної поверхні ( ) )(),(,, tTyxNtyxL �= у фіксовані моменти часу 

( −� символ композиції функцій); в окремому випадку – ( ) ),(),(,, tTyxNtyxL •= T(t) – 

нормувальний множник.  

 

У разі розгляду базисної функції як функції від часу в явному вигляді, наприклад для ССЕ 
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першого порядку: ( ) ,)()()()(,, )(

4

)(

3

)(

2

)(

1 xytytxtttyxN
iiii

i µµµµ +++=  i – номер вузла, стандартні 

функції форми можуть бути отримані із застосуванням апарату матричної алгебри з 
урахуванням інтерполяційної гіпотези [8, 9, 29]. У результаті для базису білінійної 
інтерполяції має місце така тотожність:  
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Фактично із залученням компоненти часу виникає новий підхід до конструювання базисів 

ССЕ, а саме: шукані функції форми ССЕ – логічний наслідок усебічного (багатогранного) 

аналізу моделей ( ).,, tyxLL =  

У строгому розумінні й у загальному вигляді ( ) −= tyxuu ,, тривимірний топологічний 

многовид 3
M  [50, 51] у чотиривимірному просторі, −),( yxM проекція (двовимірний 

многовид 2
M )  многовиду 3

M  на тривимірний простір. Тобто модель відображень 

( ),( nm
Top MEHom [52]), де Top – категорія топологічних просторів, −m

E  m-вимірний 

евклідів простір [53], виглядає так: 

1.  −=→ ),,(,: 43
tyxuuEEu  мономорфізм (у загальному вигляді), x, y, t – виміри .3

E  

Тривимірний многовид 3
M  отриманий у результаті відображення. 

2. −→ fEMf ,: 33  мономорфізм (у загальному вигляді), x, y, z – виміри .3
E  

Двовимірний многовид 2
M  (перспектива) – результат дії відображення. 

Під час використання апарату «the theory of plafales» [24, 25] процедура отримання 

поверхні ),( yxM  (проекції тривимірного многовиду 3
M  на тривимірний простір) виглядає 

так:  

1.  −=→≅ ),,(,: 32
tyxuuEEPFu

SP
U
k  мономорфізм (у загальному вигляді), x, y, z – 

виміри .3
E  Поверхня першого порядку 2

E  (площина) гомеоморфна об’єкту «the theory of 

plafales»  –  the static canvas of plafal (статичний килим) 
SP

U
kPF [25, c. 16]. З погляду 

алгоритмічної складності, зазначена операція більш оптимальна, ніж модель із двох 

послідовних відображень, оскільки шуканий многовид  2
M  отримано в результаті єдиного 

відображення. Вищевказана математична компонента була закладена (у якості 
алгоритмічного складника) для рендерінгу в режимі реального часу в нещодавно створеній 

інформаційній технології на C#, практичною реалізацією якої є  програмно-технічний 

комплекс «Тестирование нестационарных температурных полей с динамическими 

термоэлементами» [23].  

Розроблені математичні моделі ССЕ [17 – 22] на основі апарату «the theory of plafales» [24, 

25] містять у собі конфігурації ( )tyxLL ,,= на квадратному і трикутному шаблонах; і як 

наслідок – моделюють формоутворення нестаціонарних поверхонь польових функцій 

( ) ∑
=

•=
m

i
ii tUyxNtyxU

1

).(),(,, Пошук розв’язання ПАК усіх трьох класів задач – це залучення 

машинного часу й ресурсів потужностей ЕОМ [54]. Час виступає комплексним інструментом: 

він є якісним індикатором робіт ПАК і ЕОМ для обробки результатів конструювання 
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базисних і польових функцій. Четверна роль базисних функцій ССЕ має такий зміст: 1. 

Їх використовують в ізопараметричній техніці й у задачах розподілу навантажень на 

скінченний елемент. 2. На  розрахункових 2D-шаблонах (квадрат, трикутник і т. д.) базисна 

функція є функцією від часу в неявному вигляді, а саме: ( ).,,),( iii TyxLyxN =  Якісні 

властивості й необхідні вимоги, які висувають до функції форми ССЕ, є результатами аналізу 

моделей ( )tyxLL ,,= з боку ПАК.         

Висновки 

У статті із застосуванням апарату метаматематики (теорії категорій) показана перевага 

застосування апарату «the theory of plafales» для всебічного аналізу моделей ( )tyxLL ,,=  у 

якості алгоритмічних основ ПАК 2 і 3-го класів задач. Для 2-го класу задач ПАК 

розробляють (у разі необхідності) конструктивну (в рамках конструктивної теорії функцій 

[41]) математичну модель на основі публікацій [17 – 22]. Четверна роль базисних функцій 

ССЕ має такий зміст: 1. Їх використовують в ізопараметричній техніці й у задачах розподілу 

навантажень на скінченний елемент. 2. На  розрахункових  2D-шаблонах (квадрат, трикутник 

і т. д.), базисна функція є функцією від часу в неявному вигляді, а саме: ( ).,,),( iii TyxLyxN =  

Якісні властивості й необхідні вимоги, які висувають до функції форми ССЕ, є результатами 

аналізу моделей ( )tyxLL ,,= з боку ПАК. Послідовниками [23, 42] конструктивної теорії 
серендипових апроксимацій (школи А. Н. Хомченко) були розроблені інформаційні 
технології для тестування стаціонарних і нестаціонарних фізичних полів відповідно.      
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