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АНАЛІТИЧНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ВДОСКОНАЛЕНОЇ МАТЕМАТИЧНОЇ 
МОДЕЛІ ВІБРАЦІЙНОГО ПРИВОДУ ДОУЩІЛЬНЕННЯ ТВЕРДИХ 

ПОБУТОВИХ ВІДХОДІВ У СМІТТЄВОЗІ 

На основі аналізу проведених числових досліджень повної вдосконаленої математичної моделі 
вiбрацiйного доущiльнення твердих побутових відходів у сміттєвозі з використанням генератора 
імпульсів тиску релейної диференціальної дії та врахуванням густини й відносної вологості 
зневоднених і попередньо ущільнених відходів запропоновано спрощену вдосконалену математичну 
модель. Під час порівняння результатів, отриманих із використанням повної та спрощеної 
вдосконаленої математичних моделей вiбрацiйного доущiльнення твердих побутових відходів у 
сміттєвозі, зокрема ступеня їхнього ущільнення, похибка склала 4,35%, що є прийнятним для 
виконання попередніх проєктних розрахунків основних параметрів приводу. Для аналітичного 
дослідження спрощеної математичної моделі робочий цикл удосконаленого вiбрацiйного приводу 
доущiльнення твердих побутових відходів у сміттєвозі представлений шістьма основними фазами, 
кожну з яких описано відповідною системою диференціальних рівнянь із початковими та 
граничними умовами. Для аналітичного дослідження спрощеної вдосконаленої математичної моделі 
вiбрацiйного приводу доущiльнення твердих побутових відходів у сміттєвозі використано такі 
методи: розв'язання системи звичайних лінійних диференціальних рівнянь за допомогою перетворень 
за Лапласом, лінеаризації нелінійностей, розкладання виразу на простіші дроби, розв'язання 
неповного кубічного рівняння за формулами Кардано, комп'ютерне моделювання. Аналітичне 
дослідження спрощеної вдосконаленої математичної моделі вiбрацiйного приводу доущiльнення 
твердих побутових відходів у сміттєвозі дозволило отримати аналітичні взаємозалежності його 
основних параметрів і залежності частоти та амплітуди від основних параметрів зазначеного 
приводу з похибкою не більше, ніж 5,34%, що можуть бути використані для виконання попередніх 
проєктних розрахунків його параметрів як одного зі складників для розв’язання проблеми створення 
науково-технічних основ проєктування високоефективних робочих органів машин для збирання та 
первинної переробки твердих побутових відходів. 

Ключові слова: сміттєвоз, ущільнення, тверді побутові відходи, математична модель. 

Вступ 

Щороку в Україні утворюється близько 53 млн м3 твердих побутових відходів (ТПВ), що 
загрожують охороні здоров’я та безпеці навколишнього середовища [1]. За попередніми 
розрахунками на їхнє перевезення сміттєвозами до місця утилізації за мінімальної відстані 30 
км, що відповідає розмірам санітарної зони, витрачають більше 45 тис. тонн пального на рік. 
Зношеність автопарку сміттєвозів комунальних підприємств України досягає 70 % [2]. 

Постановка проблеми 

Відповідно до постанови Кабміну України № 265 [3] одним із пріоритетних напрямів 
поводження з ТПВ в Україні є забезпечення застосування сучасних високоефективних 
сміттєвозів, тому аналітичне дослідження вдосконаленої математичної моделі вібраційного 
приводу доущільнення ТПВ у сміттєвозі для отримання взаємозалежностей основних його 
параметрів є актуальною науково-технічною задачею як однієї із складників для розв’язання 
проблеми створення науково-технічних основ проєктування високоефективних робочих 
органів машин для збирання та первинної переробки твердих побутових відходів.  
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Аналіз останніх досліджень і публікацій 

У статті [4] аналітично досліджено спрощену математичну модель приводу перевертання 
контейнера під час завантаження ТПВ у сміттєвоз. Робота [5] присвячена аналітичному 
дослідженню матмоделі групового гідроприводу з послідовним з’єднанням гідромотрів навісного 
підмітального обладнання сміттєвоза. У статті [6] аналітично досліджено матмодель 
вібраційного приводу пресування ТПВ, яка не враховує їхньої відносної вологості та 
особливостей конструкції генератора імпульсів тиску релейної диференціальної дії (ГІТРДД), 
захищеної патентами України, останній із яких 92720 U [7]. У роботі [8] аналітично 
досліджено матмодель роботи клапана-пульсатора для гідравлічних приводів вібраційних 
гірничих машин. У роботі [9] запропоновано вдосконалену матмодель вібраційного приводу 
доущільнення ТПВ у сміттєвозі та проведено її числове дослідження.  

Мета і завдання статті 

Метою цієї статті є аналітичне дослідження вдосконаленої математичної моделі 
вібраційного приводу доущільнення ТПВ у сміттєвозі для отримання взаємозалежностей 
його основних параметрів і залежностей частоти та амплітуди від основних параметрів 
зазначеного приводу. 

Методи і матеріали 

Для аналітичного дослідження спрощеної вдосконаленої математичної моделі 
вiбрацiйного приводу доущiльнення ТПВ використано такі методи: розв'язання системи 
звичайних лінійних диференціальних рівнянь за допомогою перетворень за Лапласом, 
лінеаризації нелінійностей, розкладання виразу на простіші дроби, розв'язання неповного 
кубічного рівняння за формулами Кардано, комп'ютерне моделювання. 

Результати аналітичного дослідження 

Аналіз проведених досліджень повної вдосконаленої математичної моделі вiбрацiйного 
доущiльнення ТПВ [9] показав, що p1 ≈ p2 ≈ p12, а вплив тиску в зливних магістралях, сил 
в’язкого тертя, постійного складника сил сухого тертя та ваги запірного елемента ГІТРДД на 
роботу вібраційного приводу є несуттєвим, тому спрощена вдосконалена модель 
вібраційного приводу доущiльнення ТПВ із використанням ГІТРДД має вигляд: 
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1 – густина попередньо ущільнених і зневоднених ТПВ, кг/м3; w1 – відносна вологість 
попередньо ущільнених і зневоднених ТПВ, % [10]; W12 = W1 +W2. 

Порівняння результатів, отриманих із використанням повної та спрощеної вдосконаленої 
матмоделей вiбрацiйного доущiльнення ТПВ із використанням ГІТРДД, показано на рис. 1. 

Під час порівняння результатів, зокрема ступеня ущільнення ТПВ, отриманих із 
використанням повної та спрощеної вдосконаленої математичних моделей вібраційного 
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гідроприводу доущiльнення ТПВ із використанням ГІТРДД, похибка склала 4,35%, що є 
прийнятним для виконання попередніх проєктних розрахунків. 

Аналіз графіка, зображеного на рис. 1в, дає підставу вважати, що час закриття запірного 
елемента ГІТРДД приблизно дорівнює часу його відкриття, тому робочий цикл 
удосконаленого вiбрацiйного приводу доущiльнення ТПВ складається із шести основних 
фаз: 

1. Фаза підвищення тиску робочої рідини (РР) в напірній магістралі гідроциліндра, а також 
з’єднаних із нею порожнинах до тиску 110112 )( ЦП SSccp  , за якого починається 
переміщення плити пресування, може бути описана рівнянням 

 121212 pKWpQH   . (4) 

  
а)     б)     в) 

Рис. 1. Порівняння результатів, отриманих із використанням повної () та спрощеної (----) вдосконаленої 
математичної моделі вiбрацiйного доущiльнення ТПВ: а) зміна тиску в напірній порожнині гідроциліндра 

плити пресування; б) переміщення плити пресування; в) переміщення запірного елемента ГІТРДД 
 

Розв’язуючи рівняння (4) за початкової умови p12(0) = pзл, отримаємо 

   злн
KWt pQep    12/

12 1 , (5)  
де pзл – зливний тиск, Па. 

Із рівняння (5) знайдемо тривалість першої фази 
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2. Фаза підвищення тиску в напірній магістралі гідроциліндра, а також з’єднаних з нею 
порожнинах до тиску відкриття ГІТРДД p12 = pкл1 та переміщення плити пресування може 
бути описана системою рівнянь: 
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(8) 
де xv   – швидкість плити пресування ТПВ, м/с. 

Після перетворення за Лапласом [11] отримаємо: 

121 )()()(/ sKWsPsPSsVsQ ЦH   ;                                                                                      
(9) 

sSсSxQsSсsmsVSsP ПЦНПPЦ /)]/(094,6/[)()( 101max111  .                                             
(10) 
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Підставляючи рівняння (10) у рівняння (9), отримаємо 
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Методом розкладання виразу (11) на простіші дроби отримаємо 
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де 02021 / abAv  ; 020222221 / ababBv  ; 020212121 / ababCv  ;                                                     
(14) 

Знаходимо оригінал зображення (13) 
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Виключаючи незначні коефіцієнти виразу (15) та враховуючи прийняті позначення 
згідно з (12, 14), за початкової умови v(0) = 0 швидкість плити пресування під час другої 
фази знаходять за формулою 
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Проінтегрувавши вираз (16), за початкової умови x(0) = 0 знаходимо переміщення плити 

пресування під час другої фази 
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Розв’язуючи систему рівнянь (9 – 10) відносно P(s), отримаємо 
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Далі знаходимо оригінал зображення (18) 
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Нехтуючи незначними коефіцієнтами виразу (20) та враховуючи прийняті позначення 
згідно з (12, 14, 19), за початкової умови 110112 )()0( ЦП SSccp   тиск у напірній магістралі 
гідроциліндра під час другої фази знаходимо за формулою 
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Звідки після підстановки )](/[4 2
1

2
20112 ddcypp кл    отримаємо вираз для знаходження 

тривалості другої фази 

 
  1

0121max011
2

1
2
2

1max12101
2
1

2
21012

2 ]094,6)[()(
094,6]))((4[

1ln


















cKWQSxccSdd

SxKWQSccddScyKWt
НЦП

ЦНПЦ




 . (22) 

3. Фаза відкриття запірного елемента ГІТРДД до величини верхнього перекриття y = hв та 
переміщення плити пресування може бути описана системою рівнянь: 

121212
22

1
2
3121 4//24/)( pKWpdddypvSQ ppДЦH   

;                                      
(23) 

10
)/(094,6

1112 )( 1max
П

SxtQ
PЦ SceсvmSp Цн   ;                                                                                 

(24) 

)(4/)( 0
2

1
2
312 yycymddp к   .                                                                                          

(25) 
Лінеаризацію витрат через дросель запишемо так 

 121212 / ppp  , (26) 
де 2/)( 112 злкл рpp    середнє значення тиску РР в напірній магістралі гідроциліндра. 

Після перетворення за Лапласом та лінеаризації отримаємо: 

4/)()(]}4/)/(2[){()(/ 2
1

2
312

2
121 ddssYpdsKWsPSsVsQ ppДЦH   ;             (27) 

sSсSxQsSсsmsVSsP ПЦНПPЦ /)]/(094,6/[)()( 101max111  ;                                             
(28) 

scycsmsYddsP к /))((4/)()( 0
22

1
2
3  .                                                                            

(29) 
Послідовно підставляючи рівняння (28, 29) у рівняння (27), отримаємо 

    0313
3

33

0313
2

23
3

33
3

43

0313
2

23
3

33
4

43
5

53

0313
2

23
3

33
3

43)(
asasas

bsbsbsbsb
asasasasasas

bsbsbsbsbsV








 . (30) 

Після перетворень за формулами Кардано [12] рівняння (30) набуває вигляду 
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   2
2

2
11

2
133

0313
2

23
3

33
3

43

22
)(

 



ssssa

bsbsbsbsbsV , (31) 

де 3
3303 2 KK Q)a/(aA  ; 3

3303 )2/( KK QaaB  ; )4/()27/( 2
33

2
03

3
33

3
13 aaaaQK  ; 

1max1253 16 Цpк SxmmKWa  ; }094,6])/(24[{4 1212
2

1max43 НppДЦpк QKWpdSxmma   ; 

]16)(16[38,24 12
22

1
2
3

2
11max33 cmKWmddmSSxmmQa ppкЦЦкрН   ; 2/)(1 KK BA  ; 

2/)(32 KK BA  ; cSQa ЦН
2

103 5,97 ; };4])/(24[{38,24 112
2

1003 ЦНppДПН SQpdSccQb    

]16)(16[094,6])/(24[4 12
22

1
2
3

2
112

2
1max23 cmKWmddmSQpdScxma ppкЦНppДЦр   ; 

]})/(24[094,64{4 12
23

1max13 pdmQSxсa ppДрНЦ   ; )(16 011max11243 ccSxmSKWb ЦкП  ;  

;5,97]4)([)(094,616]

)/(24)[(4];)/(24[38,24)

(16]4)()([)(5,97

10120110
2

1
2
3

2
1

2
3

2
1max

2

12011max11312
2

100

11max11201011
2

1
2
31max

2
1

2
31

2
23

cScQKWcySScddQddcSxQd

pccScxSbpdmScQc

cSсxSKWcySccSddSxddSmQb

ПНЦПНЦHД

ppЦПppДкПН

ЦПЦПЦЦкН













 

}38,24])/(24[4{4 101212
2

11max
2

1max33 ПНppДПЦЦHк ScQKWpdSSxSxQmb   ;     (32) 
Методом розкладання виразу (31) на простіші дроби отримаємо 

 ,
)()(2

11)( 2
2

2
1

2

233

133
2
2

2
1

1

33

3

1
33 








 











sa

CD
s

s
a
C

s
B

s
AsV vvv

vv  (33) 

де 
)(2 2

2
2
11

03
3  


bAv ; 
)9)((2

)())(42(2
2
2

2
1

2
2

2
1133

120333
2
2

2
1

2
133123131

3 






a

babbbBv ;  

333
2
2

2
110333333 )](2/[ vv BababС   ; )/(24 2

2
2
103331333133233   babBabD vv .   (34) 

Знаходимо оригінал зображення (33) 

 )sin()]/()[()cos()/()( 22331332333
2

33
111 teaCDteaCeBAtv t

vv
t

v
t

vv     . (35) 
У результаті нехтування незначними коефіцієнтами у виразі (35), враховуючи прийняті 

позначення згідно з (32, 34), швидкість руху плити пресування під час третьої фази 
знаходиться за формулою 

])/(091,1sin[]64,1)/()][/(469,3[)( 3 2
1

3 2
112

2
1

2
103 tmmсSсSmmpSdSсmmQtv крЦЦкрppЦДПкрН   . (36) 

Проінтегрувавши вираз (36), за початкових умов x(0) = 0 знаходимо переміщення плити 
пресування під час третьої фази 
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
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
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 t
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Ц
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Ц
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ppЦ

ДПкрН
3

2
1

3 2
1

3 2
112

2
1

2
10

3 091,1cos164,1
18,3

)( 



. (37) 

Розв’язуючи систему рівнянь (27 – 29) відносно P(s), отримаємо 

    sS
Sс

SxQsS
Sс

sss
bsbsbsbsb
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m

sP
Ц

П

ЦНЦ

П

Ц

р

1

10

1max1
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2
2

2
11

2
1

0313
2

23
3

33
3

43

133 )]/(094,6[22
)( 








 , (38) 

Методом розкладання виразу (38) на простіші дроби отримаємо 
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1
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
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Ц
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Ц
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Ц
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ЦНЦ

П

Ц

П

 (39) 

де )9/()42( 2
2

2
1

2
123113033   bbbAp ; 3233 pp AbB  ; )2/()]([ 1

2
2

2
13033   pp AbC .     (40) 

Знаходимо оригінал зображення (39) 

 ).sin()]/()([)cos()]/([

)]/([)/(/)(

2213313321333

2
1333

)/(094,6
11111012
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11max

teSaBCmteSamB
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t
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ЦН
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

 


 (41) 

У результаті нехтування незначними коефіцієнтами у виразі (41) та, ураховуючи прийняті 
позначення згідно з (32, 34), за початкових умов )](/[4)0( 2

1
2
2012 ddcyp    тиск у напірній 

порожнині гідроциліндра плити пресування для фази три знаходиться за формулою 

 ]1)[/()](/[4)( )/(094,6
111

2
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2
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3
 ЦН SxtQ

ЦП eSSсddcytp  . (42) 
Розв’язуючи систему рівнянь (27 – 29) відносно Y(s), отримаємо 
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 (43) 

Методом розкладання виразу (43) на простіші дроби отримаємо 
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де )4/(2 2
1313  кvy mcBA  ; 33 yкy AmB  ; 3133 2 yкvy AmBC  ; cEG yy /)( 2

2
2
133   ; 

кyy mDF /33  ; )2/()]([)2/( 1
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2

2
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(45) 
Знаходимо оригінал зображення (44) 
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 (46) 

У результаті нехтування незначними коефіцієнтами у виразі (46) та, ураховуючи прийняті 
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позначення згідно з (32, 34, 45), за початкових умов 0)0( y  переміщення запірного 
елемента ГІТРДД під час третьої фази знаходимо за формулою 

  tmccSmmcSmmQddty кЦкрЦкрН /sin)]/()487,3()(748,1[)( 6/53/8
1

333/2
1

222
1

2
33   . (47) 

Прирівнюючи переміщення запірного елемента ГІТРДД до hв, отримуємо вираз для 
знаходження тривалості третьої фази 

 )]}487,3()(748,1/[arcsin{/ 333/2
1

222
1
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6/53/8
13 крЦкрНвЦк mmcSmmQddhcScmt   . (48) 

4. Фаза відкриття запірного елемента ГІТРДД до величини нижнього перекриття y = hнж 
та переміщення плити пресування. 

Аналогічно до третьої фази знаходимо наближені залежності для четвертої фази: 
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)]}487,3()(748,1/[)(arcsin{/ 333/2
1
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1
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6/53/8
14 крЦкрНвнжЦк mmcSmmQddhhcScmt   . (51) 

Переміщення запірного елемента ГІТРДД під час четвертої фази визначаємо за 
залежністю (47). 

5. Фаза відкриття запірного елемента ГІТРДД до величини додатного перекриття y = hп та 
переміщення плити пресування. 

Аналогічно до фази три та фази чотири знаходимо наближені залежності для фази п’ять: 

  tmccSmmcSmmQdty кЦкрЦкрН /sin)]/()487,3(748,1[)( 6/53/8
1

333/2
1

222
35   ; (52) 

 )]}487,3(748,1/[)(arcsin{/ 333/2
1

222
3

6/53/8
15 крЦкрНнжпЦк mmcSmmQdhhcScmt   . (53) 

Швидкість та переміщення плити пресування під час фази п’ять визначаємо відповідно за 
залежностями (49) та (50). Тиск у напірній порожнині гідроциліндра плити пресування під 
час фази чотири та фази п’ять знаходимо за формулою (42). 

6. Фаза відкриття запірного елемента ГІТРДД до величини повного перекриття y=hп+hн та 
зменшення тиску до тиску закриття ГІТРДД p12=pкл2 може бути описана системою рівнянь: 

121212
2

123
2
312 4//2/2)(4/ pKWpdphyddypQ ppДppпH   

;                    
(54) 

)(4/ 0
2
312 yycymdp к   .                                                                                                       

(55) 
Здійснимо лінеаризацію витрат через дросель за допомогою виразу (26) та через щілину, 

утворену внаслідок проходження запірним елементом ГІТРДД додатного перекриття 

 1212 pp  . (56) 
Після перетворення за Лапласом та лінеаризації отримаємо: 

);/24/)((

]}4/)/(2[){(/)/2(

123
2
3

12
2

12123

pp

ppДppпH

pddsY

pdsKWsPsphdQ
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




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(57) 

scycsmsYdsP к /))((4/)( 0
22

3  .                                                                                         
(58) 
Підставляючи рівняння (58) у рівняння (57), отримаємо 

    0616
2

26
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26)(
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bsbsb
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






 . (59) 

де ])/(2)(4[4 12
2

26 pddma pp
2
вДк   ; ]/2)([16 120306 Hppп Qphydcb   ; 

кmKWa 1236 16 ; 0
2
316 4 cydb  ; }/2])/(2)(4[{4 12

3
3

2
12

2
06 pppp

2
вД pdpddca   ; 

4
3

2
1216 16 dcKWa  ; )/2(16 12326 ppпHк phdQmb  .                                                        

(60) 
Методом розкладання виразу (59) на простіші дроби отримаємо 
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 (61) 

де 06066 / abAp  ; 060626266 / ababBp  ; 060616166 / ababC p  .                       
(62) 

Знаходимо оригінал зображення (61) 
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У результаті нехтування незначними коефіцієнтами виразу (63) та, ураховуючи прийняті 
позначення згідно з (61, 62), за початкових умов )/()(4)0( 2

3012 dhycp п   тиск у напірній 
магістралі гідроциліндра під час шостої фази знаходимо за формулою 
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Розв’язуючи систему рівнянь (57 – 58) відносно Y(s), отримаємо 
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Методом розкладання виразу (67) на простіші дроби отримаємо 
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де cAA py /66  ; cAmB pкy /66  ; к626y6 / mFaD y ; 06666 /)( acECG ypy  ; 
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Знаходимо оригінал зображення (66) 
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 (68) 

У результаті нехтування незначними коефіцієнтами у виразі (68) та, ураховуючи прийняті 
позначення згідно з (60, 67), за початкових умов y(0) = hп, переміщення запірного елемента 
ГІТРДД під час фази шість знаходимо за формулою 

 )]}(24/[2/1{)( 22
12

2
36 вДкppп ddmtpdhty   . (69) 

Прирівнюючи переміщення запірного елемента ГІТРДД до hп + hн, отримуємо вираз для 
знаходження тривалості фази шість 

 )/()/(2)(24 4
312

22
6 пppнвДк hdphddmt   . (70) 

Перевірку коректності спрощеної моделі відносно повної моделі виконаємо шляхом 
порівняння частоти та амплітуди вібраційного доущільнення ТПВ. 

Знаходимо частоту коливань вібраційного доущільнення ТПВ: 

 (Гц).98,84)]102,488102,166106,685106,686(2
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 (71) 

Знаходимо амплітуду переміщення плити доущільнення ТПВ: 
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 (72) 

Значення частоти та амплітуди коливань, отримані за допомогою спрощеної математичної 
моделі, відрізняються від відповідних результатів повної математичної моделі [9] не більше, 
ніж на 5,34%, що допустимо для виконання попередніх проєктних розрахунків.  

Розглянута методика попередньої оцінки й вибору вихідних параметрів вібраційного 
приводу доущільнення ТПВ має наближений характер і рекомендована під час виконання 
ескізного проєктування для виявлення загальної технічної характеристики. Остаточний 
розрахунок реальних параметрів вібраційного приводу доущільнення ТПВ необхідно 
проводити, використовуючи більш повну математичну модель [9] із урахуванням 
особливостей конкретної конструктивної схеми. 

Висновки 

Запропоновано спрощену вдосконалену математичну модель вiбрацiйного приводу 
доущiльнення ТПВ із використанням генератора імпульсів тиску релейної диференціальної 
дії, що дозволила отримати аналітичні взаємозалежності його основних параметрів і 
залежності частоти та амплітуди від основних параметрів вказаного приводу, які можуть 
бути використані для виконання попередніх проєктних розрахунків його параметрів як 
одного із складників для розв’язання проблеми створення науково-технічних основ 
проєктування високоефективних робочих органів машин для збирання та первинної 



МАШИНОБУДУВАННЯ ТА ТРАНСПОРТ 

Наукові праці ВНТУ, 2020, № 1 11 
 

переробки твердих побутових відходів. 
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